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第一單元：概數的數學結構

一、概數的意義

『概數』，顧名思義就是大概的數，也就是說大概準確的數字。概數不是正確值，它可以有少量的差異，具有可靠性與參考的價值。在日常生活中，對於無法用精確數字加以確切描述的數貨量，一般都會用模糊的範圍加以預估，例如「大約」、「大概」、「左右」、「差不多」、「小於」、「超過」、「幾十幾」等的描述，都與概述有關。舉例來說，『現在的時間差不多12點』、『6年1班學生平均身高150公分左右』、『1台冰箱的售價大約2萬元』，這些都是日常生活中常使用且方便的概數用語。

而概數是否恰當，則依賴問題的情境。例如：我們可以說台灣人口約兩千萬人，但是如果我們關心的是今年台灣人口增加多少時，那麼將去年與今年的人口都說成兩千萬人就是不恰當的。
我們常在生活中，利用概數的觀念來計算出某量大概的大小，例如：『我們教室大概有多長？』藉由近似「步長值×步數值」便可大概算出教室有多長。在購物時，我們也可將打算買的每項物品大概價錢加起來，以控制自己的消費額度。
在很多情況下人們會取概數，例如：當一個量的數值因為經常變動，而無法確定時，會取概數來描述或掌握（例如：常使用「千」或「萬」為計數單位，來描述某一個縣市的人口數，而不使用「壹」或「拾」為計數單位來描述）；又如為了計算或溝通方便，在不要求精確數值的情況下，也會使用概數（例如：在計算圓面積時，常選擇3或3.14來代表圓周率，或選擇公里為計數單位來描述高速公路的全長）。
在選取概數時，常會依據當時所遭遇的情境，選擇不同的被計數單位或取概數的方法，例如：當擬好購物清單外出購物前，常會視貨品的價值選擇較大的被計數單位（例如：百或千等），使用「無條件進入法」來估計貨品的價格，並多準備一些現金外出購物，假設預估大約要花八千六百多元購物時，常會選擇以千（或萬）為被計數單位，採「無條件進入法」的方式取概數，準備九千元（一萬元）外出購物。又如當某電梯實際載重量是872公斤時，常選擇以百公斤（或50公斤）為被計數單位，採「無條件捨去法」的方式取概數，並在電梯間內標示限重800公斤（或850公斤）。當使用最小刻度是公分的尺量物長時，常選擇「四捨五入法」取概數的方法，描述物長是多少公分。
二、使用概數的原因

在我們日常生活的經驗中，會常常使用概數的觀念及運用概數來描述數量，理由是大部分的人對非0的數字、越少的數會較易思考、比較及記憶，有非常多的情境是毋需亦無法了解精確值，例如：人口數、國民所得、河流的長度等，人們會以大數單位或歸成某一被計數單位的數量。當我們取概數時，會依情境的需要來決定所取的概數要準確到何種程度，通常有下列三種情況下會使用概數：
1.當正確的數量不是那麼重要，我們只需大概知道數量的大小就可以時，為了溝通方便，我們會用概數來表達。
例如︰我們說中山高速公路大約400公里，而非較精確的373公里(事實上，373公里也是概數值，只是比400公里更為精確而已)，那是因為400只有一個非0的數字，所以比373讓人印象深刻，也比較較容易記住。

2.當某數量在某一段時間內不斷有微幅變化時，我們會使用概數來表示該數量。此概數通常用該數量不易浮動的較高位數來表示，而較低位數則用0來表示。
例如：某年澎湖縣九月底人口數是91,965人，但我們可能用9萬人來表示澎湖縣該年的人口數，主要是因為該年可能不斷有人移入、移出、出生與死亡，不會固定在91,965人。當你敘述完此91965人時，可能數字又已經不正確了。

3.記錄測量結果時，常會因工具上的誤差及人為測量上的誤差，而無法得到「真值」，我們通常會取概數至我們感興趣或所能容許誤差的最低階單位。例如：若將一段紅色綵帶的測量結果記為7.3公分，意謂記錄時是取概數至最低階的0.1公分，所以7.3公分中的十分位值(0.3公分)只是近似值而已，若我們感興趣的最低階單位是1公分，則可能取概數至7公分。
概數的取法並沒有一定的規定，雖然在一些特殊的情境中，人們對概數的使用已經出現一些約定俗成的取法(如臺灣的人口約為「二千二百萬」)，但就學理而言，當沒有指定概數的取法時，沒有哪一種取法是對的，也沒有哪一種取法是錯的。
三、概數的取法
取概數的用意在「找一個接近的數」，記得這個目的，取出來的概數也一定接近原本的數字。
1.無條件捨去法
有些情況不取正確數字時，而需要將零頭的數字捨去，此時會用到「無條件捨去法」取概數。例如：大賣場拍賣、和老闆殺價…不同的情況，都可能用「無條件捨去法」取概數。
取概數時，要先看取到什麼位數，（取的位數越小，代表取出的概數愈接近原數）
                                                                                                                      若取到千位，指的是不滿一千的（幾百元的零數）要完全捨去！若取到百位，指的是不滿一百的（幾十元的零數）要完全捨去！

                                             例如：2418以無條件捨去法取到千位為2000（418直接捨去），取到百位為2400（18直接捨去），取到十位為2410（8直接捨去）

                                             你會發現取的位數愈小，2410比2000接近原來的2418
 2.無條件進入法
有些情況不取正確數字時，而需要將零頭的數字一併以較大位數來算時，此時會用到「無條件進入法」取概數。

                                             例如：付錢時只剩大張鈔票、坐計程車時剩兩人仍須再加一輛車…不同的情況，都可能用「無條件進入法」取概數。

                                             取概數時，仍要先看取到什麼位數，（取的位數越小，代表取出的概數愈接近原數）
                                            若取到千位，指的是不滿一千的（幾百元的零數）要直接進位算成1個一千！
若取到百位，指的是不滿一百的（幾十元的零數）要直接進位算成1個一百！

                                             例如：2418以無條件進入法取到千位為3000（418當成1000），取到百位為2500（18當成100），取到十位為2420（8當成10）

                                             你會發現取的位數愈小，2420比3000接近原來的2418

3.四捨五入法
此法是將「無條件捨去法」及「無條件進入 法」合併，而取出較符合原數的概數。

                                       若取到千位，指的是不滿一千的（幾百元的零數）若500以上則算成1個一千、若不到500則直接捨去！若取到百位，指的是不滿一百的（幾十元的零數）若50以上則算成1個一百、若不到50則直接捨去！

                                            例如：2418以四捨五入法取到千位為2000（418不到500則捨去），取到百位為2400（18不到50則捨去），取到十位為2420（8為5以上則當成10）
第二單元：概數的認知結構與教學策略
一、低年級課程：

進行概數活動，介紹概數的意義，並經驗兩位數的估算活動，分別以「最多用幾個拾﹖最少用幾個拾﹖」、「五十幾的意義」、「兩位數估算活動」等三個部分。 

(1)「最多用幾個拾﹖最少用幾個拾﹖」：

使用單位量轉換的觀點，來處理概數的啟蒙問題，一個兩位數，本來已用「壹」為單位，進行了精確的數值化活動，而在概數活動中，要以「拾」為單位，來重新描述，採用「拾」為單位，要容忍少量的差異，使用接近的、以「拾」為單位的方式，做大概的描述。在概數的引入時，我們先利用錢幣的特性（有壹元與拾元的硬幣）與日常生活經驗，來掌握此兩位數最多包含幾個拾，以及最少幾個拾能包含該兩位數的性質，再藉由錢幣時的活動經驗來進行數的活動，討論在用「拾」和「壹」合成一個兩位數時，最多使用幾個「拾」，以及討論要最少將幾個「拾」合起來，才會比該兩位數大。

例如「存錢筒裏有46元」，我們宜先問「可以有幾個拾元﹖」，而不宜立即詢問「最多有幾個拾元﹖」，因為此時學童尚不能假設性地討論「最多」的語意，當在「可以有幾個拾元﹖」的問題下，獲得1個、2個、3個、4個等答案時，才能透過比較，知道最多能有4個。

因此學習的方式是：

a.學生提出多個答案

b.逐個檢查答案的合理性

c.在合理的答案中，選擇最多的個數。
同樣地，「哥哥要買一本63元的故事書」情境下，先問「哥哥要帶幾個拾元的硬幣才夠﹖」，並限制哥哥只能帶拾元的硬幣，當然此時的合理答案有無窮多個，而教師宜注重「可不可少帶一些﹖」的問話，依照同樣的原則，在比較合理的答案中，7個拾元是最少的。

雖然學童已有「量的包含除」經驗，在數系統中進行此活動時，仍宜藉用合成的情境，在「用拾和壹合起來湊成85」的情境下，先詢問「可以用幾個拾﹖」，同樣地，在比較合理的答案中，決定最多可以用幾個拾﹖相對地，在「要用幾個拾合起來才能比72大﹖」的問題下，進行討論與比較合理的答案， 以形成最少要用8個拾，合起來才能比72大的共識。

(2)「五十幾的意義」：

採用「五十幾」的表示法，實際上是一個變數的概念，51、52、53、……、59都是它的特例，所以在初次引入時，必須先協助學童列出所有的特例，才能幫助他們掌握「五十幾」這一變數的意義，除了列出所有特例外，我們還要討論所有例子的共同特性，透過「最多有幾個拾﹖」、「最少有幾個拾﹖」的活動經驗，討論這些特例都比50大，他們也都比60小，而做出「五十幾比五十大；五十幾比六十小」的結論。

由於變數是較難掌握的概念，所以我們建議；必須將所有的特例都列出來，學童才能理解五十幾的意義，在討論變數的性質特，也必須對各個特例皆進行討論，他們才能接受「五十幾比五十大」或「五十幾比六十小」的結論。

(3)「兩位數估算活動」：

估算活動，是先將要運算的兩個數進行概數化，再將兩個概數，進行精算，並依此結果，估計兩數精算結果的範圍。

由於目前尚在經驗階段，我們亦放棄概數化的過程，直接提供兩個概數，要求學童估計答案可能是什麼，而用概數的方式表示（例如五十幾），此種設計，可以避免學童使用先對兩個數進行精算，再將結果概數化的策略，錯誤地理解估算的用途，待學童面臨較大數值的運算問題後，我們將再討論概數化過程，屆時再讓學童自行進行整個的估算活動。

例如「六十幾拿走二十幾可以是幾十幾﹖」為例子，我們尋求四十幾、四十、及三十幾等答案，在討論這些答案是否合理時，學童只須舉出一個實例，例如「63－21＝42」，即可接受他的「四十幾」答案是合理的，我們亦可請其他學童舉出其他的例子，來支持「四十幾」答案的合理性，在討論中增加學童對此活動的掌握，在討論完三種合理的答案後，教師亦可做一歸納。

* 兒童的學習迷思
依据日常用法，我們決定在討論五十幾時，不包含五十，如果學童舉出五十為五十幾的特例時，我們可以討論在「五十」中，並沒有幾的部分，所以不是五十幾。此種定義的方式，在於方便討論「五十幾都比五十大」的特性。
二、中年級課程

(1) 「幾百多的概數意義」

利用學童對錢幣使用的經驗，進行「皮包裡有436元，皮包裡最多有幾張一百元的鈔票？」的討論活動，再進行「一架遙控汽車要685元，最少要帶幾張一百元鈔票去才夠？」的討論問題，在這兩個活動中，都強調「百」的單位量，並由討論中，加強「最多」、「最少」的語意。

在討論「五百多」的語意時，依然強調透過舉例的方式，來理解「五百多」的描述，並且對舉出來的特例，做共同特性的討論。在列舉特例時，因為共有99個特例，不可能同時收集，教師宜先收集10個特例，對這些特例做共同特性的討論，強調每個特例都最多有5個100，而6個以上100就超過這些特例。在討論完10個特例後，再要求學童舉出一些特例，檢查這些特例是否符合前面所討論的共同特性。

與兩位數的概數相同，依據日常用法，在討論「五百多」時，不包含五百。當學童能理解「幾百多」的語意後，即可進行「幾百多」與定數的比較活動，來檢查與加強學童對「幾百多」描述的理解，在比較時，我們仍常用概數上、下界的定數為比較對象。例如「700和七百多，誰比較大？」或「800和七百多，誰比較小？」在討論概數時，不強調其區間的意義，它只是一些特例的通稱，教師不宜使用區間的語言。

三、高年級課程
在很多情況下人們會取概數，例如：當一個量的數值因為經常變動，而無法確定時，會取概數來描述或掌握。

例如：常使用「千」或「萬」為計數單位，來描述某一個縣市的人口數，而不使用「壹」或「拾」為計數單位來描述。又如為了計算或溝通方便，在不要求精確數值的情況下，也會使用概數（例如：在計算圓面積時，常選擇3或3.14來代表圓周率，或選擇公里為計數單位來描述高速公路的全長）。
在選取概數時，常會依據當時所遭遇的情境，選擇不同的被計數單位或取概數的方法。

例如： eq \o\ac(○,1)當擬好購物清單外出購物前，常會視貨品的價值選擇較大的被計數單位（例如：百或千等），使用「無條件進入法」來估計貨品的價格，並多準備一些現金外出購物，假設預估大約要花八千六百多元購物時，常會選擇以千（或萬）為被計數單位，採「無條件進入法」的方式取概數，準備九千元（一萬元）外出購物。
  eq \o\ac(○,2)當某電梯實際載重量是872公斤時，常選擇以百公斤（或50公斤）為被計數單位，採「無條件捨去法」的方式取概數，並在電梯間內標示限重800公斤（或850公斤）。
  eq \o\ac(○,3)當使用最小刻度是公分的尺量物長時，常選擇「四捨五入法」取概數的方法，描述物長是多少公分，如筷子的長度為23公分，會以約20公分來表示。
先幫助學童發現某些量是會變動的，並提供以高階單位重新測量取概數的情境，溝通以無條件捨去法或無條件進入法取概數的意義，並認識概數的意義。
人們選擇四捨五入的方式取概數，應該是受到測量的影響，當測量值無法恰好為測量單位的整數倍情境中，使用四捨五入的方式描述測量的結果，是比較接近的方式。例如有兩條緞帶（紅色緞帶長約13.9公分，藍色緞帶長約13.2公分）及一把最小刻度是公分的直尺，要求學童用概數記錄這兩條緞帶的長各是多少公分？學童可能使用無條件捨去法描述兩條緞帶的長都是13公分，或使用無條件進入法描述兩條緞帶的長都是14公分，學童也可能因為紅色緞帶比較靠近14公分，所以將紅色緞帶的長記成14公分，而藍色緞帶比較靠近13公分，所以將藍色緞帶的長記成13公分
換句話說，使用判斷測量單位下一位的數字是大於等於五或小於等於四的方式，來決定進入或捨去，只是解題的技巧，判斷測量值靠哪一個數值（以測量單位為被計數單位）比較近，才是四捨五入法取概數真正的意義。況且只有當別人已經使用較小的測量單位描述，而要求改用較大的測量單位重新描述時，四捨五入的口訣才可能發生效用。
最後要求學童應用上述描述測量結果的經驗，以「萬」為計數單位，來重新描述某縣（市）的人口數，教師宜注意：774197以「萬」為單位採「四捨五入法」取概數的值是77萬，主要是因為774197距離77萬比較近，而距離78萬比較遠。教師不應主動要求學童使用判斷萬位下一位數字是大於等於五或小於等於四（四捨五入）的方式，來決定進入或捨去，若有學童提出這種解題策略，教師宜淡化處理，若全班沒有同學提出此種策略也沒有關係，因為完全不會影響學童解題的品質。
第三單元：概數的綱要結構
	年級
	階段能力指標
	分年細目


	說明

	3年級
	N-1-02 能理解加法、減法的意義，解決生活中的問題
	3-n-08
能在具體情境中，做三位數以內的加減估算，並用來檢
驗答案的合理性。

	●估算教學請參閱附錄中「估算」的主題說明。
● 估算是比較高層次的數學能力，在教學時，首先應確定學童有正確計算的能力，並透過恰當的問題，來訓練學童的估算能力，讓學童在日常應用中，能有判斷的依據。教師不宜在評量時，直接要求標準答案，也切忌認為使用正確計算的學童是錯誤的。評量以利用排除錯誤答案的方式來進行比較恰當（見後例）。
● 三年級學童已理解加減法的意義，可以在具體情境中，引入估算的問題，並使用「大約」、「大概」、「差不多」等語詞。
● 加減估算教學，先從加減法的較大位數估算入手。由合成分解情境，捨去十位以下的數，知道25＋32會比50大，不可能是40多。反過來知道和不可能多於70。並將估算結果記錄為50 ＜ 25＋32 ＜ 70。
● 例：小明有250元，小華身上有400多元，他們可以合買一套800元的漫畫嗎？小明的錢不到300元，小華的錢不到500元，因此他們的錢不可能湊足800元。
● 例：754－274＝（ ），請問下列答案中，何者最靠近正確答案
（1）200 （2）500 （3）700？
● 在上述的估算熟練後，也可以估算如299＋305，告訴學童估成300＋300比估成200＋300恰當的理由。但暫時不宜碰觸四捨五入的課題。

	4年級
	N-2-05 
能用四捨五入法，對某數在指定位數取概數，並作加、減、乘、除之估算。
	4-n-05

能用四捨五入的方法，對大數在指定位數取概數，並做加、減之估算。
	(
概數是大概準確的數字，至於此概數是否恰當，則依賴問題的情境。例如我們可以說台灣人口約兩千萬人，但是如果我們關心的是今年台灣人口增加多少時，那麼將去年與今年的人口都說成兩千萬人就是不恰當的。

· 在指定位數用四捨五入法求概數。

· 四年級階段只作整數的加減估算，與乘、除有關的估算可在五年級配合小數的教學時再進行（參見5-n-10）。



	5年級
	N-2-05 
能用四捨五入法，對某數在指定位數取概數，並作加、減、乘、除之估算。
	5-n-10
能用四捨五入的方法，對小數在指定位數取概數，並做加、減、乘、除之估算。
	· 在應用上計算百分率，經常要用到四捨五入（參見5-n-12）。例如全班有32人，女生有18人，則女生佔全班的 EQ \F(18,32)，，轉換成小數為0.5625，換成整數值的百分率，則約為56％，若允許到小數一位，則為56.3％。




                           
